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Theorie der Programmierung I
(Mitschrift von Simon Scholing)

Definition: s heiflt Losung fiir (I', e, a), wenn I'y P e :: s(a) giiltig ist.

Lemma 15: Firalle I, e, a gilt:

Beweis:

(a) Jede Losung s dieser tequs (I, e, a) ist auch eine Losung fiir (T, e, o), d.h. I

be::s(a)

(b) Wenn s eine Losung fiir (I, e, o) ist, dann existiert eine Losung s’ von tequs

(T, a, a), die sich von s nur auf den neuen Typvariablen der Gleichungen
tequs (I, e, o) unterscheidet

(a) Induktion iiber die Grii’e von e

e=c: tequs (I, c,a)={a=t} wpbeie:: [’
Fiir eine Losung der Gleichung gilt s(a) = Ts=t. Also gilt ¢ :: s(a) und damit
I's b ¢ :: s(a) nach Typregel (CONST) | da tvar(t)=0
e =1d: tequs (I', id, @) = (o =I'(id))
Fiir eine Losung s gilt s(a) = (I'(id)s = (I's)(id)). Also mit Typregel (ID):
I'sh id :: s(a)
e=ejey: tequs ([, ejen, a) =tequs ([, ey, ay)utequs (I, er, ap)U{oy=ar>a}
Fiir jede Losung s gilt: s(a;) = s(ap) = s(a) und s ist Losung der beiden Teil-
Gleichungssysteme. Also gilt nach Induktionsannahme I's I e; :: s(a;) und

| = s(ap)>s(o)
I's b e, :: s(ap) und damit folgt mit Typregel (APP): I's I ele2 :: s(a)
e=Mid.e;: tequs (T, Aid.ey, a) = tequs (I'[ap/id]), €1, a)U{oa= a0y}
Fiir eine Losung s gilt: s(a) = s(0p)=>s(a;) und s ist Losung von
tequs (I'faw/id]), e1, a;). Also gilt nach Induktionsannahme:
(I'Taw/id])s P ey :: s(a) und mit Typregel (ABSRTR’) folgt:

| (T's) [s(ou)/id]

I's Aid.e; :: s(og)=2s(o) [=s(a)]
usw...

(b) Induktion iiber die GroBle von e:

e=c: WennI's)c::s(a) giiltig ist, dann kann das nur mit (CONST) aus

¢ :: s(a) folgen, d.h. es muss s(a)= T sein, wobei T der eindeutige Typ mit c::T
ist. Wegen tvar(t) = & folgt s(a)=T=1s, d.h. s ist Losung von {a=t} O tequs
T c,a)

e=1d: I's I id :: s(a) kann nur giiltig sein, wenn (I's)(id) = s(a) ist (wegen
Typregel (ID)) | (T(id)s)

Also ist s Losung von {oa=I(id)} = tequs (I', id, o)

e=ejep: I'sh eje; :: s(a) kann nur mit (APP) aus den Typurteilen I's b e; :: T
= s(a) und I's I e; :: T folgen

Per Definition ist tequs (I', e;e;, o) = tequs (I, e, o) U tequs (I, e;, ap) U
{oy = 0,20} mit neuen Typvariablen a;, ay. Sei s; = s[T2>s(a)/a,;]. Dann gilt
I's; =TI's, weil s; und s auf tvar(I') iibereinstimmen, also folgt I's; I e; ::
t>s(a) / 51’ (o). Nach Induktionsannahme existiert dann eine Losung s;” von
tequs(T, ey, ), die sich von s; nur in den neuen Typvariablen unterscheidet.
Sei weiter s, = s[T/a,]. Dann folgt mit gleicher Argumentation: Es existiert
eine Losung s;” von tequs(I’, e, ay), die sich von s, nur in den neuen
Typvariablen unterscheidet. s;” und s,’ lassen sich zu einer Substitution s’



,verschmelzen®, die — Losung des gesamten Gleichungssystem — sich von s
nur auf den neun Typvariablen unterscheidet.
usw...

Definition: Sei T < TVar und s: TVar = Type eine Substitution. Dann sei s | 7 die

Substitution mit: (slp(a)=s(o) fiiralleae T
slp(o)=afiralleae T
insbesondere fiir T = {a, ..., o} gilt: s | v = [s(ap)/ay, ..., s(on)/dy]

Satz 16 (Korrektheit des Typinferrenzalgorithmus)

Bei Eingabe (I, e) liefert der Typinferrentalgorithmus eine Substitution s, deren
,,Binschrinkung® s | warmu(a) €ine allgemeinste Losung fiir (I, e, a) ist. Folgerung: Wenn
tvar(I")=, dann ist s(a) ein allgemeinster Typ von e beziiglich I.

Beweis: Nach Satz 11 liefert der Unifikationsalgorithmus eine allgemeinste Losung s von
tequs(I', e, o). Nach Lemma 15(a) ist s dann eine Losung fiir (I, e, a), also ist
auch s | warryufe) €ine Losung fiir (I', e, o). Bleibt zu zeigen: S | warryufa) 15t
allgemeiner als jede andere Losung.

Sei s’ Losung fiir (I', e, ). Dann existiert nach Lemma 15(b) eine Losung s’
von tequs(I, e, a), die sich von s’ nur auf den neuen Typvariablen unterscheidet.
Da s allgemeinste Losung von tequs(I, e, a) ist, gilt sS==s’’. Da sich s’ und s’” nur
auf den neuen Typvariablen unterscheiden und s | (yarr)=(o) auf den neuen
Typvariablen ,,so allgemein wie moglich® ist, folgt s | warryu(aj=s'-

Fazit: ,Zzﬁ ist eine typsichere Programmiersprache, die ,,benutzerfreundlicher ist als 2,
denn:

- die wohlgetypten Ausdriicke von.&" sind genau diejenigen, die sich durch ,.erase” aus
den wohlgetypten Ausdriicken von.&' ergeben = die Berechnung eines
abgeschlossenen wohlgetypten Ausdrucks bleibt nie stecken.

- Der Typinterferenzalgorithmus erlaubt uns, Wohlgetyptheit (und damit Zugehorigkeit
zu.2" zu iiberpriifen).

, , Spracherweiterung: Paare und Listen
4" wird zu " erweitert!
Erweiterung der kontextfreien Syntax:
Neue Konstanten:
¢ ::=[] I cons (constructor) | hd (head) | tl (tail) | is_empty | fst | snd
Neue Ausdriicke:
e = (e, )

Syntaktischer Zucker:

[e1, ..., ea] steht fiir cons(e;, cons(e,, ... cons(en, [])))
als Baum: cons
Ve
el cons
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Neue Typen:
T ;=T  To (Produkttypen) | T; list (Listentypen)

Neue Typregeln:
(EMPTY) [1:: T list

(CONS) cons :: T« T list > 7 list

(HD) hd:tlist> 71

(TL) tl :: T list > 71 list

(IS_EMPTY) is_empty :: T list 2 bool

(FST) fst :: T =T > T

(SND) snd T «Th 2 Ty

(PAIR) I'btlizt TI'berit
I'b(e,e) T+

Abgeleitete Regel:

(LIST) I'bteyit...Tbe,iT

I'Ple;...;en) T list

small step Semantik
Die Menge Val der Werte wird erweitert durch
v :=(vy, Vo) | cons v;



